
Appendix A. 

The length of 𝑙𝑖 is listed as follow: 

𝑙1 =
1

4
(−4𝑟1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 4𝑥1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦) + 2𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 4ℎ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 4𝑧1 𝑠𝑖𝑛 𝜃

+ ((4𝑟1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 4𝑥1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 2𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦) − 2𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦)

− 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4ℎ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 4𝑧1 𝑠𝑖𝑛 𝜃)
2 − 8(2ℎ2 − 212 + 2𝑟1

2 + 2𝑟2
2

− 4𝑟1𝑥1 + 2𝑥1
2 + 2𝑦1

2 − 4ℎ𝑧1 + 2𝑧1
2 − 2𝑟1𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2𝑥1 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 2𝑟1𝑟2 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 2𝑟2𝑥1 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 4ℎ𝑟2 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑦) − 4𝑟2𝑧1 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑦)

− 2𝑟2𝑦1 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) +2𝑟2𝑦1 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)))
1
2) 



𝑙2 =
1

32
(−32𝑟1 cos𝜃 − 16𝑥1 cos𝜃 + 16√3𝑦1 cos𝜃 + 8𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦)

+ 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 8𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦)

+ 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) − 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

+ 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

+ 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 32ℎ sin 𝜃 + 32𝑧1 sin 𝜃

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ (64(−16ℎ2 + 1612 − 16𝑟1
2 − 16𝑟2

2 − 16𝑟1𝑥1 − 16𝑥1
2 + 16√3𝑟1𝑦1 − 16𝑦1

2

+ 32ℎ𝑧1 − 16𝑧1
2 + 12𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 8√3𝑟2𝑦1 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 8𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 12𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

− 8√3𝑟2𝑦1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑥1 cos( 𝜃𝑥

− 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 8𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 8√3ℎ𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) −8√3𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) + 16ℎ𝑟2 sin(𝜃𝑦)

− 16𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑦) + 8√3h𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) − 8√3𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 8√3𝑟2𝑥1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 8𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 8√3𝑟2𝑥1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 8𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)) + (−32𝑟1 cos𝜃

− 16𝑥1 cos𝜃 + 16√3𝑦1 cos 𝜃 + 8𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦) + 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 8𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦) + 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟2 cos( 𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) + 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3 𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)



+ 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 32ℎ sin 𝜃 + 32𝑧1 sin 𝜃

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧))^2)^
1

2
) 

 



𝑙3 =
1

32
(−32𝑟1 cos𝜃 − 16𝑥1 cos𝜃 − 16√3𝑦1 cos𝜃 + 8𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) + 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 8𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) + 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

+ 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

+ 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 32ℎ sin 𝜃 + 32𝑧1 sin 𝜃

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ (−64(16ℎ2 − 1612 + 16𝑟1
2 + 16𝑟2

2 + 16𝑟1𝑥1 + 16𝑥1
2 + 16√3𝑟1𝑦1 + 16𝑦1

2

− 32ℎ𝑧1 + 16𝑧1
2 − 12𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 8√3𝑟2𝑦1 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 4𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 8𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 12𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

− 8√3𝑟2𝑦1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑥1 cos( 𝜃𝑥

− 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 4𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 8𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟1𝑟2 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4√3𝑟2𝑥1 cos(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 8√3ℎ𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) −8√3𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 16ℎ𝑟2 sin(𝜃𝑦)

+ 16𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑦) + 8√3h𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) − 8√3𝑟2𝑧1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

− 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 8√3𝑟2𝑥1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) + 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 8𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 8√3𝑟2𝑥1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) − 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 4√3𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 8𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ 6𝑟1𝑟2 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 4√3𝑟2𝑦1 sin(𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧))

+ (32𝑟1 cos𝜃 + 16𝑥1 cos 𝜃 + 16√3𝑦1 cos𝜃 − 8𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦)

+ 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦) − 4√3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦)

+ 8𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦) + 4√3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦) − 4√3𝑟2 cos( 𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦)

− 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3 𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

− 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 6𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)



− 6𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) − 2𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 2𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − √3𝑟2 cos(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

+ √3𝑟2 cos(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 32ℎ sin 𝜃 − 32𝑧1 sin 𝜃

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧) − 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 − 𝜃𝑧)

+ 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧) + 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑧)

− 2√3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 − 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) − 2√3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧)

− 3𝑟2 sin(𝜃 − 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧) + 3𝑟2 sin(𝜃 + 𝜃𝑥 + 𝜃𝑦 + 𝜃𝑧))^2)
1
2)



Appendix B. 

The Jacobian matrix is listed as follows: 

𝐽𝑥=(

𝐽𝑥11
𝐽𝑥12

𝐽𝑥13

𝐽𝑥21
𝐽𝑥22

𝐽𝑥23

𝐽𝑥31
𝐽𝑥32

𝐽𝑥33

) 

𝐽𝑥11
=2(−ℎ + z1 + l1Sin 𝜃 − r2Sin θy ) 

𝐽𝑥12
=0 

𝐽𝑥13
=−2r2Cos θz (−r1 + x1 − l1Cos 𝜃 + r2Cos θy Cos θz )Sin θy − 2r2Cos θy (−ℎ + z1 +

l2Sin 𝜃 − r2Sin θy ) − 2r2Sin θy Sin θz (y1 + r2Cos θy Sin θz ) 

𝐽𝑥21
=2(−ℎ + z1 + l2Sin 𝜃 +

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) 

𝐽𝑥22
=√3r2Cos θx Cos θy (−ℎ + z1 + l2Sin 𝜃 +

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) +

√3r2(Cos θx Cos θz Sin θy + Sin θx Sin θz )(x1 +
1

2
(r1 + l2Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Cos θz +

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) + √3r2(−Cos θz Sin θx +

Cos θx Sin θy Sin θz )(y1 −
1

2
√3(r1 + l2Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz +

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz +

Sin θx Sin θy Sin θz )) 

𝐽𝑥23
=2(−ℎ + z1 + l2Sin 𝜃 +

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy )(

1

2
r2Cos θy −

1

2
√3r2Sin θx Sin θy ) + 2(

1

2
√3r2Cos θy Cos θz Sin θx +

1

2
r2Cos θz Sin θy )(x1` +

1

2
(r1 +

l2Cos 𝜃 ) −
1

2
r2Cos θy Cos θz +

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) +

2(
1

2
√3r2Cos θy Sin θx Sin θz +

1

2
r2Sin θy Sin θz )(y1 −

1

2
√3(r1 + l1Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz +

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz + Sin θx Sin θy Sin θz )) 

𝐽𝑥31
=2(−ℎ + z1 + l3Sin 𝜃 −

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) 

𝐽𝑥32
=−√3r2Cos θx Cos θy (−ℎ + z1 + l3Sin 𝜃 −

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) −

√3r2(Cos θx Cos θz Sin θy + Sin θx Sin θz )(x1 +
1

2
(r1 + l3Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Cos θz −

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) − √3r2(−Cos θz Sin θx +

Cos θx Sin θy Sin θz )(y1 +
1

2
√3(r1 + l3Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz −

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz +

Sin θx Sin θy Sin θz )) 



𝐽𝑥33
=2(−ℎ + z1 + l3Sin 𝜃 −

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy )(

1

2
r2Cos θy +

1

2
√3r2Sin θx Sin θy ) + 2(−

1

2
√3r2Cos θy Cos θz Sin θx +

1

2
r2Cos θz Sin θy )(x1 +

1

2
(r1 +

l3Cos 𝜃 ) −
1

2
r2Cos θy Cos θz −

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) +

2(−
1

2
√3r2Cos θy Sin θx Sin θz +

1

2
r2Sin θy Sin θz )(y1 +

1

2
√3(r1 + l3Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz −

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz + Sin θx Sin θy Sin θz )) 

𝐽𝑞=(

𝐽𝑞11
0 0

0 𝐽𝑞22
0

0 0 𝐽𝑞33

) 

 

𝐽𝑞11
=−2Cos 𝜃 (−r1 + x1 − l1Cos 𝜃 + r2Cos θy Cos θz ) + 2Sin 𝜃 (−ℎ + z1 + l1Sin 𝜃 −

r2Sin θy ) 

𝐽𝑞22
=2Sin 𝜃 (−ℎ + z1 + l2Sin 𝜃 +

1

2
√3r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) + Cos 𝜃 (x1 +

1

2
(r1 +

l2Cos 𝜃 ) −
1

2
r2Cos θy Cos θz +

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) −

√3Cos 𝜃 (y1 −
1

2
√3(r1 + l2Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz +

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz +

Sin θx Sin θy Sin θz )) 

𝐽𝑞33
=2Sin 𝜃 (−ℎ + z1 + l3Sin 𝜃 −

1

2
r2Cos θy Sin θx +

1

2
r2Sin θy ) + Cos 𝜃 (x1 +

1

2
(r1 +

l3Cos 𝜃 ) −
1

2
r2Cos θy Cos θz −

1

2
√3r2(Cos θz Sin θx Sin θy − Cos θx Sin θz )) +

√3Cos 𝜃 (y1 +
1

2
√3(r1 + l3Cos 𝜃 ) −

1

2
r2Cos θy Sin θz −

1

2
√3r2(Cos θx Cos θz +

Sin θx Sin θy Sin θz )) 
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