CALCULS DE FACTEURS EPSILON DE PAIRES
POUR GL, SUR UN CORPS LOCAL, I

COLIN J. BUSHNELL anp GUY HENNIART

RESUME

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien et y un caractere additif non
trivial de F. Soient ¢ une représentation du groupe de Weil-Deligne de F, et & sa contragrédiente. Nous
calculons le facteur ¢(c ® 6, p, %). De manicere analogue, nous calculons le facteur &(m X 7, y, %) pour toute
représentation admissible irréductible 7 de GL,(F). En conséquence, si F est de caractéristique nulle et si
g et w se correspondent par la correspondance de Langlands construite par M. Harris, ou celle construite
par les auteurs, alors les facteurs ¢(o ® 7,1, s) et &(n X %, ,s) sont égaux pour tout nombre complexe s.

ABSTRACT

Let F be a non-Archimedean local field and y a non-trivial additive character of F. Let ¢ be a
representation of the Weil-Deligne group of F and ¢ its contragredient representation. We compute
&(o ® G, p, %). Analogously, we compute &(r X 7,1, %) for all irreducible admissible representations 7 of
GL,(F). Consequently, if F has characteristic zero, and ¢, = correspond via the Langlands correspondence
established by M. Harris or the correspondence constructed by the authors, then we have ¢(o ® &, y,s) =
e(n X 7t,p,s) for all s € C.

1. Introduction

1.1, Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien; notons
p sa caractéristique résiduelle et ¢ le cardinal de son corps résiduel. Fixons une
cloture algébrique séparable F de F et un caractére additif non trivial y de F;
notons n(yp) le plus grand entier k tel que y soit trivial sur pz~, pp désignant l'idéal
maximal de 'anneau d’entiers o de F. Enfin, notons Wy le groupe de Weil de F
sur F, et W le groupe de Weil-Deligne.

Soient n un entier, n > 1, et ¢ une représentation ®-semisimple de degré n de W.
Une telle représentation possede un déterminant deto qui, par la théorie locale du
corps de classes, normalisée de sorte que les substitutions de Frobenius géométriques
correspondent aux uniformisantes de F, peut se voir comme un quasicaractére du
groupe multiplicatif F*. Nous prouvons la formule suivante (Théoréme 1):

&0 ® &,p, 1) = deta(—1)""".

De manicre analogue, soit = une représentation admissible irréductible du groupe
localement profini GL,(F), et soit @, son quasicaracteére central. Nous prouvons
(Théoreme 2) 'egalite

e(m X 7,1, %) = w (—1)",

ou le facteur epsilon est celui défini dans [10] (voir aussi [14, 15]).
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1.2.  Les résultats précédents prennent leur sens dans le cadre des conjectures
de Langlands [12, 8, 11]. Notons Gp(n) I'ensemble des classes d’équivalence de
représentations ®-semisimples de degré n de Wi, et SOF(n) le sous-ensemble formeé
des représentations irréductibles de Wr; symétriquement, notons Ap(n) 'ensemble
des classes d’équivalence de représentations admissibles irréductibles de GL,(F), et
A(}(n) le sous-ensemble formé des représentations supercuspidales. On conjecture
I'existence pour chaque entier n > 1 d’une bijection ¢ +— n(0), Gr(n) — Ap(n), se
restreignant en une bijection de G%(n) sur A%(n), de sorte que les propriétés suivantes
soient veérifiées.

(1) Pour n entier,n =1, et ¢ € Gp(n), on a
n(5) =n(0)" et dets = ).
(2) Pour n et n' entiers =1 et ¢ € Gp(n), ¢’ € Gp(n'), on a
(2L) L(oc ® ¢’,5) = L(n(0) X n(c’),s),
(2¢) elo ®@d,p,s) =er(o) x n(a'),p,s).

En fait si des bijections Sg(n) - A(}(n) sont données, pour tout n > 1, qui
vérifient (1) et (2) alors on sait [4, 3.9] les étendre en des bijections Gp(n) — Ar(n)
vérifiant encore (1) et (2), grice a la classification de Zelevinski [17, 10].

1.3.  Si la caractéristique de F n’est pas nulle, de telles bijections de SOF(n) sur
A(}(n) ont été construites par Laumon, Rapoport et Stuhler [13].

Supposons que la caractéristique de F soit nulle. On dispose alors de bijections
de SOF(n) sur A(}(n) construites par M. Harris [7] (voir aussi [4]). Pour ces bijections
les propriétés (1) et (2L) plus haut sont vraies [7], mais la proprieté (2¢) n’est €tablie
que si n et n’ sont premiers a p [8]. Seule une version faible (2a) de (2¢) a pu étre
établie pour n et n' quelconques: soient ¢ € G%(n) et ¢’ € G%(n') correspondant
respectivement a = € A%(n) et 7’ € A%(1); notons a(e ® ¢’) et a(n x 1) les exposants
définis par

8(0’ ® O'/,U),S‘i‘[) _ 8(0’ ® G/,lp,S) qu(u(a®o")+nn’n(w))
et

8(7‘[ > TC/,UJ,S‘FI) _ 8(7‘[ % 7'5/,1,0,3) qu(a(nxn’)-&-nn’n(w))
pour s,t € C. Ces exposants sont des entiers ne dépendant pas de p et, grace aux
formules explicites de [3], on a [4]

(2a) alc ® ¢') = a(n x 7).

En particulier, on voit que pour prouver I’égalité (2¢) dans cette situation, il suffit de

. P p 1
la prouver pour une seule valeur de s, par exemple s = 3.

1.4. Lintérét des Théorémes 1 et 2 est qu'ils donnent (par la valeur en s = 1)
I’égalité (2¢) dans le cas extréme, et a priori le plus difficile, ou ¢’ = §: les facteurs
L de (2L) sont alors toujours non triviaux, et les formules pour les facteurs epsilon
en sont compliquées.
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1.5.  Supposons toujours que la caractéristique de F soit nulle, et supposons de
plus que n soit une puissance de p. Les auteurs ont construit en ce cas des bijections
[2] de G%(n) sur A%(n), qui différent des précédentes au plus par torsion par des
caractéres non ramifies de F*. Pour ces bijections, les propriétés (1) et (2L) tiennent
toujours (pour n, n’ des puissances de p) ainsi que la préservation des exposants (2a)
[4]. De plus la propriéte (2¢) est vraie quand n ou n’ vaut 1 [2, Theorem 2.3]. Le
présent article établit (2¢) pour ces bijections, quand ¢’ = &.

1.6. Les formules pour ¢ € Gp(n) et = € Ap(n) se prouvent par deux méthodes
qui n’ont aucun lien I'une avec 'autre. Commengons par examiner le cas de ¢ € Gp(n).
On remarque que la représentation ¢ ® & de W} est orthogonale. On peut alors
utiliser les résultats de Deligne [5], d’abord pour se ramener au cas ou ¢ est une
représentation de Wg, puis pour calculer (6 ® &, y, %), en ce cas, comme la deuxieme
classe de Stiefel-Whitney de la représentation orthogonale ¢ ® &. On remarque alors
que cette classe ne dépend que de deto et on la calcule, a déterminant fixé, en
choisissant ¢ somme de quasicaracteres.

1.7. Traitons ensuite du cas ©= € Ap(n). Grace aux propriétés des facteurs ¢
relatives a la classification de Langlands [10], on se raméne au cas ou « est super-
cuspidale, et en particulier générique. Pour n générique, on peut utiliser directement
la définition de [10]. Cette définition fait intervenir des fonctions z&ta définies par des
intégrales. Nous utilisons I’équation fonctionnelle de ces fonctions z€ta, ou apparait
le facteur w,(—1)""!, et des arguments de positivité des coefficients de ces fonctions,
vues comme séries formelles en g5, ou ¢ est le cardinal du corps résiduel de F.

2. Cas d’une représentation du groupe de Weil-Deligne

2.1. Nous prouvons le suivant.

THEOREME 1. Soit ¢ € Gp(n). On a

&0 ® &,p, 1) = deta(—1)""".

Soit ¢ € Gr(n). Notons W l'espace de la représentation ¢. Alors ¢ ® & agit sur
W ® WY, ou WV est I'espace dual de W. Plus précisément écrivons ¢ = (a1, N),
ou oy est une représentation semisimple de Wy sur I'espace W et N un €lément
nilpotent de Endg(W) vérifiant

o1(g)Nai(g)™" = lIgIN,

pour g € Wg [16, 4.1.2]. Alors ¢ ® & est le couple (61 ® 51, N ® 1 — 1 ® 'N) agissant
sur W ® WV. On vérifie aussitot que o ® & laisse invariante la forme quadratique
non dégénérée ¢ : W @ WY — C, w® 41— Aw): on a g ® &1(g) € SO(q) pour
g€ Wret N®1—1@®'N appartient a 'algebre de Lie de SO(q). D’apres [5, p. 315
et en particulier Lemme 5.6], on a

8(0 ® 6-: y, %) = 8(0-1 ® 6-15 p, %)

On est donc ramené au cas ou ¢ est une représentation de Wry.
Notons 1 la classe de la représentation triviale (de dimension 1) de Wr. La
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représentation virtuelle p = ¢ ® ¢ — n’1 est orthogonale, de dimension 0 et de
déterminant trivial. On a

e(p. . 3) = &(o @ 6,1, 3).

D’apres [5, Proposition 5.2], (p, p, %) vaut 1 ou —1 selon que la classe de Stiefel-
Whitney w*(p) € H>(Wp,Z/27Z) est triviale ou non. Si F est de caractéristique 2,
on a donc &(p, p, %) = 1 = detg(—1). Nous supposons désormais, jusqu’a la fin du
2.3, que F n’est pas de caractéristique 2. Si on identifie H*(Wp,Z/2Z) a {+1}, on
peut écrire &(p, p, 3) = w?(p). Comme on a ¢ ® ¢ = p @ n’1, on obtient aussitdt, par
multiplicativité des classes de Stiefel-Whitney totales,

W (6 ® &) = W(p).

11 s’agit donc de prouver lidentité W(c ® &) = deta(—1)""1.

2.2. Supposons d’abord que la représentation ¢ de Wr est d’image finie, donc
unitaire, ¢ : Wp — U(W).

Pour une représentation orthogonale réelle, d’image finie et de déterminant trivial
7 : Wr — SO(q), la classe w?(t) s’obtient en considérant le revétement a deux feuillets
Spin(g) de SO(g), ce qui donne une classe ¢, dans H?*(SO(q),Z/27Z), qui par T donne
w2(t) dans H*(Wp,Z/2Z). 11 nous faut identifier ¢ ® & a une telle représentation
7. La représentation 1 : g — g ® ‘g~' du groupe compact U(W) sur W ® WV est
continue et orthogonale donc réelle: il existe une R-structure V sur W ® WV et une
forme quadratique non dégénérée ¢ sur V de sorte que ¢ ® & se factorise de la fagon
suivante:

Wr - U(W) — SO(¢q) — GLR(V) — GL(W @ W),

ou 1, 13 sont les inclusions canoniques. On peut prendre T =1y o 1.
La classe ¢, donne un élément ¢y de H*(U(W),Z/2Z). Considérons alors la
suite exacte de groupes topologiques

1 — SUW) — UW) 25 U1) — 1
et la suite exacte de cohomologie (d’inflation-restriction) associée
0 —> HX(U(1),Z/2Z) — H*(U(W),Z/2Z) - HX(SU(W),Z/2Z).

(On a H'(SU(W),Z/2Z) = 0, puisque SU(W) est son propre groupe des commu-
tateurs.) Lélément ¢, de H*(SO(q),Z/2Z) correspond a un revétement topologique,
et cy et son image rescy dans H>(SU(W),Z/2Z) correspondent aux revétements
topologiques induits de U(W) et SU(W). Mais SU(W) est simplement connexe
donc rescy est trivial. Par la suite d’inflation restriction écrite plus haut, on voit
que W?(¢ ® &) ne dépend que du déterminant y de ¢. Prenant alors ¢ = y @ (n— 1)1,
on obtient

c®5=mn—z®rHemn —2n+2)]1

dot WX o ® §) =W (¥ ® 1~ ')"~!. Mais [5, p. 314] on a W (y @ ') = y(—1) ce qui
donne le résultat dans le cas ou ¢ est unitaire d’image finie.

2.3. Supposons que la représentation ¢ de Wr est irréductible. Donc il existe
un quasicaractére non ramifié y de Wy tel que ¢ = ¢’ ® %, ou ¢’ est unitaire d’image
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finie. La torsion par un quasicaractere non ramifié n’affecte pas I'identité a prouver,
donc le résultat est vrai dans le cas ou ¢ est irréductible. )

Enfin, posons ¢ = 61 @ - - @ g, ou les g; sont irréductibles. Ecrivons d; = dim g;.
On a donc

&0 ® G,1p,5) = H &(0; ® 5,1, 5)
Lj
et, par [16, 3.6.8],
&(0; ® 5j,1,5)&(0; ® 61,1, 1 — 5) = deto; ® 6;(—1).
De plus,
deto; ® §; = (deta;)¥(deta;),
&(0; ® 6,1, 1) = detoy(— 1)1,

et le théoréme suit d’un calcul facile.

3. Cas d’une représentation de GL,(F)

3.1. Dans ce dernier paragraphe, nous traitons le cas de GL,(F).

THEOREME 2. Soit m € Ap(n). On a

8(7‘[ X ﬁalpa %) = wn(_l)n_l'

La représentation © peut s'écrire, par la classification de Langlands, comme
quotient de Langlands de I'induite parabolique d’une représentation essentiellement
tempérée d’un sous-groupe de Levi de GL,(F). Ecrivons ce sous-groupe de Levi
comme produit des GL,,(F), i = 1,...,r, avec >_n; = n, et notons 7; ® - ® w, la
représentation induisante. Par [10, §9.4 et Theorem 3.1], si 7 est générique, ou par
définition dans le cas général, on a

r r
e X 7T, p,8) = HHs(ni X j,1p, ).
i=1 j=1
Mais pour i # j on a, par I'équation fonctionnelle des fonctions L,

e(mi X 7j,p,8) e(ft; X mj,p, 1 —s) = wZ{wZ;(—l),

ce qui entraine
v 1 ¥ 1 n—n;
[T x 7w, 3 e(m; x &, by = [[ k™ (=1).
i<j i
Si on connait le théoréme pour chacun des 7;, on a

e(m; X 7, 1p, %) = wﬁﬁ_l(—l)

d’ou
e(m x %, 3) = [[or ' (=1) = 0l (=1).
i

On est donc ramené au cas ou 7 est essentiellement tempérée. Exactement de la
méme fagon, en utilisant [10, Proposition 8.4 et Theorem 3.1], on se raméne au cas
ou 7 est essentiellement de carré intégrable.
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REMARQUE. Le méme usage que plus haut de I'équation fonctionnelle montre
que &(m X 7,1, %)2 = 1: nous sommes en train de calculer un signe.

3.2. 1l est commode de se ramener au cas plus particulier encore ou 7 est
supercuspidale. Supposons © essentiellement de carré intégrable; il existe donc un
diviseur r de n et une représentation p € A%(n/r) telle que m soit isomorphe a
I'unique quotient de la représentation induite parabolique de p ® p| | ® -+~ p| ["~L.
Alors 7 est isomorphe a I'unique quotient de la représentation induite parabolique
de pl|I""®@ - ®p.

Posons
L(:Z) X p, 11— S)

L(p X p,s)
et définissons y(m X 7,1,s) de maniére analogue. Rappelons qu’on a L(p X p,s) =
L(p x p,s) et L(n x t,5) = L(%t x =,s) [10, 2.12]. En outre on sait calculer

P(p X P, p,s) = e(p X p,p,s) (3.2.1)

r—1
e x tp,s) =[] 70 % pop,s +i— ) (322)
i,j=0
[10, Theorem 3.1], et
r—1
L(r x #,5) = [ [ L(p x p.s —r+ 1+ 2i)
i=0
[10, Theorem 8.2]. Enfin, L(p x p,s) est le produit des L(y,s) quand y parcourt les
caractéres non ramifiés de F* tels que yp = p [10, Proposition 8.1]. En particulier
aucun des facteurs L écrits plus haut n’a de zéro ni de pdle en s = 1. On peut donc
évaluer en s = % et on obtient

et par (3.2.2),

r—1

yrx i, ) =T 70 x pow. s +i—)).

i,j=0
La relation (3.2.1) (en s = %) donne
r—1 r—1 v 1 . .
. o . . L xp3—it))
7o X Py, 5 +i—j)= &(p X P, 3 +i—J) —
,E[O ? g( : Lpx p.5+i—J)

et on a donc
r—1

E(TC X ﬁ,wa%): Hg(p X,b,l/),%“f‘l_,])
i,j=0

Comme le facteur epsilon de p x p est un mondme en g%, on obtient
v v W)
e(m X 7,1, 3) = &(p X P, 5)"
Si on sait &(p x p,, 1) = w,(—1)""1, on obtient

a(m x #,p, 1) = w, (=1,
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De plus on wg(—1) = w,(—1)"; si r est pair, on a donc &(n X 7, 1p, %) =1=aw,(—1)"";
si r est impair, on a

e(n X 1,1, 3) = 0n(=1)"" = o (=1)""".

On pourra donc supposer dans la suite que 7w est supercuspidale. En tordant par un
quasicaractére non ramifié, ce qui n’affecte pas le facteur epsilon a calculer, on peut
en outre supposer que n est unitaire.

3.3.  Supposons seulement pour I'instant que = € Ar(n) est générique et unitaire.
Il nous faut rappeler les constructions de [10].

On note G le groupe GL,(F), N le sous-groupe formeé des matrices triangulaires
supérieures unipotentes. On definit un caractere 0 = 0, de N par la formule

0(x) =wp(xi2+x3+ "+ Xp—14), XEN.

On note W(r; ) I'espace des fonctions de Whittaker pour =, relatives au caractere
0; de méme, on note W(7t; %) l'espace des fonctions Whittaker pour 7, relatives au
caractére conjugué 0. Notons w la matrice antidiagonale (w;;), ou

w~—{1 sii+j=n+1,
Y710 sinon.
AW e W(r;yp) associons la fonction W g — W(w'g™!); on obtient ainsi un
isomorphisme d’espaces vectoriels de W(r; yp) sur W(%; ).

Notons 5 I’élément (0,0,...,0,1) de F" et $(F") I’espace des fonctions localement
constantes a support compact sur F". On dispose de I'application transformée de
Fourier @ — & de S(F") dans lui-méme, définie par la formule

b0 = [ o) pn(y) iy

ou lintégration sur F" est prise relativement a la mesure dy autoduale pour le
caractere (x,y)— p(tr('yx)).
Pour W € W(r;p) et W € W(1t; ), et @ € S(F"), on pose

V(s W,W'®)= . W(g) W'(g) P(ng) |det g|" dg,
ou la valeur absolue est la valeur absolue normalisée de F et ou dg est une mesure
invariante sur N \ G.
Par [10, Theorem 2.7], chacune des intégrales ¥ (s, W, W’; ®) converge absolu-
ment pour s de partie réelle assez grande et définit une fonction rationnelle en g%,
qu'on note de la méme fagon. On a I'équation fonctionnelle

P(l—s, W, W) (s, W, W'; P)
L(7t x ,1 —5) L(n x 7, 5)

ou, comme on I'a déja rappele, L(rm x 7,s) = L(s, % X 7,s).

= ox(—=1)"""e(n X &, p,5)

3.4. Comme w; = w;', on ne restreint pas la généralité en supposant que

n(yp) = 0, i.e. p est trivial sur anneau des entiers op de F, mais pas sur p;',
pp désignant I'idéal maximal de op. Nous prendrons pour W, dans I'équation
fonctionnelle précédente, le vecteur essentiel de [9]. Si r est 'exposant du conducteur
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de =, c’est 'unique vecteur W de W(r; ) qui soit fixé par le groupe K, des matrices
de GL,(0F) dont la derniére ligne est congrue a # mod p%, et qui vérifie W(l) =1
(cf. [1, 4.3, Proposition 1]). Nous prendrons pour W' la fonction W : g+ W(g):
comme 7 est unitaire, % est isomorphe a la conjuguée complexe T de =, et il est
immédiat que W est le vecteur essentiel pour 7. Pour @ nous prendrons la fonction
caractéristique de op X -+ X pp.

35, Pour g =1, on a &(ng) = 1 et W(g) = 1. Il sensuit que si on voit
(s, W,W';®) comme une séric de Laurent formelle Z(T) en T = q~* alors Z(T)
est une série de Laurent formelle non nulle, dont tous les coefficients sont des
nombres réels positifs.

De fagon analogue, la fonction ® = ne prend que les valeurs O ou 1, et on a

W'(g) = :I/Ivf(g) pour g € G. Il sensuit que ¥(s, W, W’'; ®) est une série de Laurent
formelle Z(T), dont tous les coefficients sont des nombres réels positifs.

Faisons usage maintenant de I’hypothese que 7 est supercuspidale; en ce cas
nous avons dit plus haut que L(x x 7, s) est le produit des L(y,s) quand y parcourt
les caracteéres non ramifies de F* tels que ym soit équivalente a n. S’il y a d tels
caractéres alors L(n x 7,s)~! correspond a 1 — T“. En fait pour un tel caractére ¥,
l'application g — y(det g)W(g) est clairement le vecteur essentiel pour ym et comme
ym est €équivalente a 7, on a W(g) = 0 si y(detg) # 1. On en déduit que Z(T) et
Z(T) sont des séries de Laurent formelles en T¢.

3.6. Posons
o0

Z(T)=> zT"

i=0o

avec z; =0, z, # 0, et
(1—THZ(T) = zﬂ:aiT‘”
avec a, = z, # 0, ag # 0. Posons aussi -
Z(T) = i s; T4
avec 5; = 0,5, #0, et B
(1—THZ(T) = ib,—T‘”
i=y

avec b, = s, # 0, b; # 0. Posons encore w = w-(—1)""1 et ¢ = e(n x ﬁ,w,%), et
notons f l'exposant du conducteur d’Artin de =. L’équation fonctionnelle de 3.3

s’écrit alors
s

di B
Zbi <qlT> = ws\/quf Zadei.

i=y
On en déduit
et pour i =oa,..., [,

wg\/qfai = byys-iq" 0.
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Maisonadai=z;—zi_ypouri=o+1,...,5, dou
1 1 1 b b b

B
Zai =Zzp = 0.
=0

D’autre part on calcule (en posant s,_; = 0)

)

p 0
we g’ Y ai=2 b= (s;—si-1)g"
i=o J=V

= j=y

o—1
=550 P+ s (1 —q7).
j=v

On en déduit que we Zlﬁ:y a; est strictement positif, ce qui entraine que we I'est aussi.

Comme w

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

l=g=1,onaw=e

Cela termine la preuve du Théoréme 2.

a0 o n

g~]

%]

R.

G.
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